Chapitre 4 Similitudes, démonstrations de quelques théoremes du cours

1.

On souhaite démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 1 :

Les isométries du plan sont les transformations d’écriture complexe :
2 =e? 24 bouz =€z +0b, 0 étant un réel et b un nombre complexe.

La démonstration !

Remarque préliminaire :

Soit un repere orthonormal (O,1,J) et M (z,y) un
point du plan.
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Et de la méme fagon OM.OJ = y.

On considere un repere orthonormal direct (O,I1,J).
Soit f une isométrie du plan.

1. Soit O' = f(O), I' = f(I) et J' = f(J).

f est une isométrie, elle conserve donc les distances et
les produits scalaires.

Ainsi O'’=0I=1 et O’J'=0J=1

et O'I'O'J =0T.0J =0

‘Le repere (O”,I,J%) est donc orthonormal. ‘

2. Soit M un point du plan d’affixe z = = + iy et
M’=f(M).
a. Il existe un couple de réel (z',7/) tel que
O/M/ — 1"0’[’ +y/O/J/
Les isométries conservant les produits scalaires, on a :
¥ = OM.0OT
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et de la méme facon, vy’ = y.

O'M' = z0'T +yO'J.

Ainsi

—
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b. O'I' est un vecteur unitaire, son affixe a donc pour

module 1 et ainsi il existe un réel 8 tel que 25 = el

—_—
O'J’ est un vecteur unitaire et de plus les isométries
conservent les angles géométriques donc :

T AT gl T AT gl
(OI,OJ) — 2+ 2kr ou <OI,OJ> = —Z + 2kr
avec k € Z. .

L’affixe du vecteur O’J’ a donc pour module 1 et admet
pour argument 6 + g ou f + g

(0+2) (-2
(04— . i(0—— .
Ainsi Z55 =€ 2" =iel? ou Z5 =€ 2" = —jel?
. . i0++) .
(i.) Premier cas z— =e  2° = iel?
OM =0T +y0'J.
—

donc O'M’ a pour affixe
2 = xel? 4+ yiel? = (x4 iy) = €l
Si 'on prend b pour affixe de O’, on obtient :
2 =e%2+b
T
. PR i(0—7%) . i0
(ii.) Deuxiéme cas 25, =e 2" = —ie
O'M' =20'T' +yO'J'.
—_—
donc O’ M’ a pour affixe
2= zel? — yiel? = &z — iy) = %z
Si 'on prend b pour affixe de O’, on obtient :
Y =e%Z 40

0

c. On a donc montré que, si f est une isométrie, alors
f admet pour écriture complexe 2/ = € z + b ou
2 =e? 2 +b.

Il reste a prouver la réciproque, c’est-a dire qu’une
transformation ayant pour écriture complexe

7 =e% 24 bouz =e 2+ b est une isométrie.

On doit donc montrer que, dans chacun des deux cas,
si 'on considere des points A (z4), B (zp) et A’ (z4/)
et B’ (zp/) tels que A’=f(A) et B’=f(B), on a bien
|zpr — z4/| = |z — 24| donc A’'B’=AB. (A refaire, juste
pour le plaisir.)

Corollaire | :

Toute isométrie est la composée de translations, réflexions et rotations.

Démonstration

On vient de montrer que les isométries du plan sont les transformations d’écriture complexe :
2 =e? 24 bouz =e?z+0b, 6 étant un réel et b un nombre complexe .
Il ne reste plus qu’a appliquer le cours de la partie obligatoire!
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2.

Théoréme 51 :
e Toute similitude qui admet trois points fixes non alignés est 'identité.

e Toute similitude directe qui admet au moins deux points fixes est 'identité.

e Toute similitude indirecte qui admet au moins deux points fixes A et B est la réflexion d’axe (AB).

Démonstration :

1. Toute similitude qui admet trois points fixes non alignés est l’identité.

Soit une similitude S. AM = AM'
donc { BM = BM'
Soit trois points A, B et C non alignés tels que CM=CM'

S(A)=A, 5(B)=B et S(C)=C. Ce qui veut dire que A, B et C appartiennent a la

médiatrice de [MM’], ce qui est en contradiction avec
I’hypothese A, B et C non alignés.

Ainsi pour tout point M du plan S(M)=M et S est
On a S(A)=A, S(B)=B, S(C)=C et S(M)=M’ I'identité.

Supposons qu’il existe un point M du plan tel que
M’=S(M) soit différent de M.

2. Toute similitude directe qui admet au moins deux points fizes est l’identité.
Soit une similitude directe S admettant deux points { S(A)=A PN { Za=azg+b

fixes A et B. S(B) =B zp=azg+b
S a pour écriture complexe 2z’ = az + b. ce qui est équivalent aa=1et b=0
donc et S est l'identité.

3. Toute similitude indirecte qui admet au moins deux points fires A et B est la réflexion d’axe (AB).

Soit une similitude indirecte S admettant deux trois points non alignés.)

points fixes A et B. Soit f = Sos/ap)

S est une isométrie. On vérifie que f(A)=A, {(B)=B et {f(C)=C.

Soit C un point n’appartenant pas a la droite (AB). f admet trois points fixes non alignés,

C ne peut étre fixe (sinon S admettrait trois points Lo . -
P ( P Ainsi f est I'identité

fixes non alignés, se serait une identité donc pas une

similitude indirecte). et Sos/ap) =id
AC=AC’ et BC=BC’ donc C’ZS/(AB)(C). d’ou (S o 5/(AB)) ©S/(AB) = S/(AB)
(On peut remarquer que S et $/(AB) coincident pour et S =54
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