1
G suit une loi géométrique de parameétre p a support dans N*, donc E(G) = — et V(G) =
p

G(Q
=k

Corrigé du devoir surveillé n°

3

) C N*. Soit k € N*; on note S; 'événement « La greffe n° i a pris »
=S5,N...NSk_1 NS donc par la formule des probabilités composées :
k) (Sl) - X Pslﬂ ﬂSk, (Sk*l) X Pslﬁ mSk 1 (Sk>

k—1

=gX- - XgXp=q p
—_——

k—1 termes

q
72.

1 |from random import random
D | sk o ok ok ok KKK KKK KK K R R K ok o K KK K K
3 |def GREFFE UN_ ROSIER(p):
4 Resultat = random()<=p
5 return Resultat
6| Aok sk s s sk ok o o ok K K KK KRR R R K R R R K K
7 |def NBRE GREFFES UN ROSIER(p):
8 RESULTAT GREFFE = GREFFE_UN_ROSIER(p)
9 G=1
10 while RESULTAT GREFFE = = False:
11 RESULTAT GREFFE = GREFFE UN ROSIER(p)
12 G+ =1
13 return G
2. (a) Chaque variable X}, suit une loi géométrique de parameétre p, donc a méme espérance et variance que G.
R
(b) X est le nombre total de greffes nécessaires donc X = X7 +--- Xp = ZXk
k=1
u R , , u Rgq
(¢) BE(X) = Z E (X)) = " et comme les variables sont mutuellement indépendantes, V(X) = Z V(Xy) = o
k=1 k=1
(d)
15 | def NBRE GREFFES R ROSIERS(R,p):
16 L = zeros(R)
17 X = sum(L)
18 for k in range(R):
19 L[k] = NBRE_GREFFES UN ROSIER(p)
20 X = sum(L)
21 return L X
()
100 |p = 0.4;R = T;
101 |Somme = 0
102 | Somme Carres = 0
103 |N=10000
104 |for k in range(N):
105 [L,X] = NBRE_GREFFES R ROSIERS(R,p)
106 Somme + = L
107 Somme_ Carres + = sum(Lx%2)
108 | Moyenne = Somme/N
109 | Variance =Somme Carres/N—(Moyenne**2)/R;
110 |print ("Moyenne_de_1’échantillon_:_" ,Moyenne)
111 |print ("Variance_de_1’échantillon_:_",Variance)




(f)
3. (a)

(b)

(b)

(©)

Les valeurs calculées a la question [2¢| donnent E(X) = & =17,5et V(X) = 75%6 = 26,25, c’est donc

en accord avec la simulation effectuée.

Chaque variable X}, est supérieure ou égale a 1 donc X () = [R, +oo[.

R
i P(Xy=a1;...;Xg=2r)=P([Xi=z1]N...N[Xg=2g]) = HP(Xk.:xk):qxrlp...q“"flp
k=1

par indépendance mutuelle des événements [Xj, = xy] pour k € [1, R]

P(X1=a1;...;Xp=2ap) = ¢" "p~

ii. Soient deux R-uplets distincts d’entiers (z1,...,zRr) et (y1,...,yr) dont la somme vaut n; les évé-
nements [X; = z1|N...N[Xg =2zg] et [X1 =y1]N...N[Xr = yg] sont deux a deux incompatibles,
donc :

P(X =n) p( U (x zlm...m[XRzR])> = > P(Xi=mzn..N[Xg=zg])
T1+--+TRr="N T1+--+TRr=N

Comme ces événements sont en nombre égal & a(R, n) et tous équiprobables, on a :

P(X =n)=a(R,n)¢" pt

a(l,n) =0sin =0 et 1 sinon, car pour qu'une somme de 1 nombre vaille n, ce nombre doit étre égal a n.
a(2,n) =n—1pour n > 2 et 0 sinon, ( le choix d’une valeur pour z;, comprise entre 1 et n —1 détermine
celui de ).

Considérons 3 entiers naturels non nuls x1, 2, z3 de somme égale a n, la somme x; + x5 est un entier
k compris entre 2 et n — 1 et bien sur x3 = n — k; réciproquement, n étant fixé, la donnée d’un entier
k € [2,n — 1] assure lexistence de 3 entiers naturels non nuls de somme n dont la somme des deux
premiers vaut k.

n—1 n—1
o (n—1)(n—2) n—1

Ainsi pour n > 3, a(3,n) = a(Z,k):Z(k—l):f: ( 5 >
k=2 k=2

23 |def alpha(R,N):

24 if R== 1:

25 return 1

26 else:

27 T=0

28 for k in range(1,N):

29 T + = alpha(R-1,k)

30 return T

e Un partage de S est contitué d’'un ensemble de R segments dont les extrémités sont les points choisis
sur les graduations ; la somme des longueurs de ces segments est donc égale & n et la longueur de chacun
est un entier non nul. Les longueurs ainsi définies constituent donc un R-uplet solution de (E).

Plus précisément, si (x1,...,2r—1) sont les abscisses des points définissant le partage, alors x1,...,zr_1
sont des entiers tels que 1 <z <x9---<zp_ 1 < R-—1

Donc (21,...,2r-1) — (21,22 — X1,..., LR — TR—1,N — TR)

e Réciproquement, si (61, - R) est un R-uplet solution de F, alors les points d’abscisses

by, 64+ 4o, ..., 01 + -+ Lr_1,n découpent le segment [0,n] en R sous-segments non réduits & un point

et de longueurs entiéres.

En choisissant R — 1 points sur les graduations entre 1 et n — 1, on définit un découpage de [0,n] en R
sous-segments dont les longueurs sont des entiers non nuls.

R-1
On a donc a(R,n) = ( 1) et la loi de X est donnée par :
n—

R—-1




1. (a)

(b)

2. (a)

(b)

Soit k € [1,R], [X; > n] est Pévénement « Les n premicres greffes du k° rosier ont échoué » et sa

R
probabilité vaut ¢™. Ainsi, P (X, < n) =1 — ¢". D’autre part [Y < n] = ﬂ [Xk < n] et les événements
k=1
R
[X% < n] sont mutuellement indépendants, donc P (Y H P(Xp<n)=(1-¢")"

Vn>=2 [Y <n-1] C[Y <n]donc [Y:n]:[an]\[an—l]

PY=n)=P(Y<n) —PY<n-1)=1-¢)" = (1-¢)"

[Z > n—1] =[Z = n]U[Z > n] et ¢’est une réunion disjointe, donc P(Z > n—1) = P(Z =n)+P(Z > n)
c’est a dire un = Up—1 — Up-

N N N—1
E nu, = E nun—E n (vp—1 — g nvnl—g nv, = E (n+1)wv g nuvy,
n=0 n=1 n=0
N—1
Doncg nUy = E nvn—l—g vn—g nv, = E vn—NvN
n=0 n=0 n=0 n=1 n=0
N—1
E nu, < E vn, €t > nu, est une série a termes positifs, donc si > v, converge, on peut appliquer le

— n=0
théoréme de comparaison des séries a termes positifs et conclure que > nw, converge.

vy=P(Z>N)=P (U Z = n]) = ZP(Z =n)= Zun = Ry (reste de rang N de la série Y uy,).

n=N+1 n=N+1 n=N+1
P
Pour tout entier P > N on a Z N u, < Z n Up
n=N+1 n=N+1
o0 o0
Par passage a la limite lorsque P — +o00 on obtient Z Nu, < Z nuy, car la série > nu, converge.
n=N+1 n=N+1

oo oo oo

Or vy = ZundonchN: ZNun< Znun
n=N+1 n=N+1 n=N+1

N vy est positif et majoré par le reste de rang N de la série > nu,, ce reste tend vers 0 comme tout

reste d’une série convergente, donc lim N oy = 0.
N—+oc0

Z posséde une espérance si et seulement si la série Y n P(Z = n), c’est a dire la série Y nu,, est
absolument convergente.

On a montré question [2b| que si la série Y v,, converge, alors Y nu,, aussi.

Réciproquement, on a vu question |2c| que si la série Znun converge, alors N vy tend vers 0 lorsque

N-1
N — +o00, donc par passage a la limite dans ’égalité Z nUy = Z v, — N v on déduit la convergence
n=0 n=0

de la série Y v, ainsi que I’égalité des sommes des deux séries. En conclusion :

E(Z) existe < >_ v, converge et dans ce cas E(Z) = Z U

vp=1—(1-¢")%, lirgloq”:0carq€]0,l[,donc 1-¢\ = 1-Rq"+o0(q")

n— 00
donc

v, ~ Rq"

n—oo

P(Y =n) = v,—1 — v, donc on peut utiliser ce qui précéde, et E(Y) existe si et seulement si > v,

converge ; et dans ce cas E(Y) = Z V.



v, ~ Rq" donc Ing € N* tel que Vn > ng, v, <2Rq".

n—oo

> vy, est une série & termes positifs, majorée a partir du rang ng par une série convergente (2 R ¢™), donc

par le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, > v, est une série convergente.

E(Y) existe et vaut E(Y) = Z Up,

N N N
Pour R=2,v,=1—-(1-¢") donchn—Z 1—(1+q2n—2qn)):2an—zq2n’
n=0 n=0 n=0
1 142¢
_ 2n __ —
done E(Y _NLHEOO2ZQ Zq _1—(]71—(]2_1—(12

f est dérivable sur R* et Vo > 0, f/(z) = (Ing) R¢® (1 — ¢*)" " Ing < 0 donc f’ est négative sur RT

et f est décroissante.
fl@)=Rq"=1-(1—-q¢")" - Rq".
: R : R ,
lim ¢®* =0donc (1 -¢*)®=1—-Rq¢*+ (2) ** + 0(¢*") et f(x) — Rq* = —( ) > + o(¢*).

xT—+00 2
fo) - e = ~(3) e

T—r+00 2

R
— (2> ¢** < 0 donc il existe un réel A appartenant a R* tel que pour tout 2 > A, f(x) — Rq¢® < 0.

T xr
D’aprés la majoration précédente, pour x > A, 0 < / f@)de < / Rqtdt
A A

x R t1% x R A
/ Rqgtdt = {q} et lim Rqgtdt = e
A Ing |, x>+ [y Ing
R A

T — / f(t)dt est une fonction croissante sur [A, +o00[ car f est positive, et majorée par o
A ngq
En tant que fonction croissante majorée, elle admet une limite finie lorsque z — +o0.

T A x
Par conséquent x — / f)de = / f)dt+ / f(t)dt admet une limite finie lorsque x — +00.
0 0 A

R—1
fl@)=1"-(1-¢")'=(1-(1-¢")) Y (1-¢")F <11 = Zq (1-¢%)
k=0
+ R—1 R R— )k+1 1 R— )k+1_
F(z) = t(1 = gt)rdt = /t1_ = — “-qa) —-
(z) /Okzzoq( 7) 2 Jy T ;;) k:+1 JIng |~ Ing z:: k+1
R—1
1 1
D lim F S
Oncz—ir-ir-loo (z) = lnq k—i—l

On a vu question [4a] que f est décroissante sur Rt donc Vn € N, Vx € [n,n+1], f(n+1) < f(z) < f(n).

Comme f(n) = v,, on en déduit I'encadrement demandé.

n+1 n+1 n+1
Par intégration sur le segment [n,n + 1], v,41 = / Vpa1 dt < flz)dx < / vy, dt = v,,.
n n n

Cet encadrement est valable pour tout n € [0, N] donc en sommant ces encadrements :
N+1 N

Zvnﬂ < flz)dx < Zvn. En écrivant l'inégalité de gauche pour N — 1 (donc pour N > 1
0

n=0

N-1 N N N N
Z Vpg1 = Z Up < /f(a:) dz c’est a dire Z vy, < vg + /f(x) dz, donc finalement :
n=0 n=1 0 n=0 0

N+1

N N
VN € N*, Zvn<1+/f(x)dx
n=0 0

0

1



N
(¢) L’encadrement précédent peut s’écrire également VN € N*, F(N + 1) < Zvn < 1+ F(N) et par
n=0
passage a la limite lorsque N — 400, L E(Y) <1+ L

6. (a) La fonction & + L est décroissante sur ]0,+oo[ donc sur tout segment [k,k + 1] 01‘1 k € N* donc

1 k+11 1 1 R-‘rll 1
mg/k de Eetpassommatlonpourke[[l R], Zk+1</ de ’;E

Comme précédemment on reprend l'inégalité de gauche pour R — 1, ce qui donne aprés changement
R R R R
1 1 1 1
d’indice : Z — < / —dz puis Z - <1+ / — dx et finalement 'encadrement demandé.
e k 1 X P k 1 X

(b) En utilisant les encadrements des deux questions précédentes on obtient :

In(R+1) Ry (Ing) —1—-InR
B Ing S lnqzk S lnqzk‘ lnq <1+_/1 xd> Ing

In(R+1) InR (lng)—1—-InR

Lorsque R — +o00, In(R+1) ~InRet (Ing)—1 = o(In R) donc —
Inq Inq Ingq

~InR
R—+co  Ing

Partie IIII

1. Z, représente le nombre de greffes qui ont pris & la n + 1° tentative, c’est & dire la semaine n + 1, et avaient
échoué jusqu’a la ne.
2. Y7 suit une loi binomiale de paramétres R et p, donc E(Y1) = Rpet V(Y1) = Rp(1 —p).
3. (a) Pour tout n € N, les événements [Y,, = m] pour 0 < m < R forment un systéme complet, donc par la
formule des probabilités totales

On en déduit donc EY

Ve e [0,R], P(Ypi1 =1) = ZP Y1 =0/Y, =m) P(Y, =m)

e Pourm > ¢, P(Yp11 ="/ / Y =m) = 0 car il ne peut pas y avoir davantage de greffes réussies aprés
la n° qu’apreés la suivante.
e Pourm< ¥, PYyp1=L/Y,=m)=P(Z,=0—m/Y,=m)car Z, =Y, 41 — Y.
Par conséquent la somme ci-dessus s’arréte & m = ¢ puisque les termes d’indices supérieurs sont nuls, et
¢
VEE[0,R], P(Yps1 =€) =Y _ P(Zy=L—m/Y,=m) P(Y, =m).
m=0
(b) Soient n € N et m € [0, R]; on suppose qu’il reste R — m rosiers dont la greffe n’a pas pris a l'issue des
n premiéres greffes, donc Z,, peut prendre toutes les valeurs entre 0 et R — m.
Les réussites des R — m nouvelles tentatives sont mutuellement indépendantes donc la loi de Z,, sachant
[Y,, = m] est une loi binomiale de paramétres R —m et p.

Vk e [0,R—m], P(Z,=k/Yn, =m)= <R;m>pqu m—k

4. (a) On connait la loi de Y7, donc pour n = 1, la formule (%) donne :

4
R—m —-m — R m —m
VEEHO,R]]»P(YZZE):Z(E_m>pZ qR €<m>P qR

m=0
R—m\ (RY _ (R—m)! R! _ R!
(b) (em) (m)_(em)!(Re)!xm!(Rm)!_ L0 —m)! (R —0)!
R\ (¢ R! 4 R! L
<£> <m) =7 B—10) X (= m)! = ml (= m) (R =0 donc les deux quantités sont égales.



(¢) En utilisant la formule précédente dans expression de la loi de Y3, on obtient :

L L
§ R ¢ —L—m R - E ¢ —m
P(}/2 _ g) — (é) <m>pf q2R 14 _ (€> pf q2(R £) <m>q£
m=0

m=0

¢
1
(d) On reconnait une formule du bindme : Z ( )qém = (149,

m
m=0

R _ R ¢ R—¢
done v e .81 Pva=0) = () "0 (140" = (7) 0 1 +0) (@)
On reconnait une loi binomiale de paramétres R et p(1+q) = 1 — ¢°.

5. Y1 — B(R,1 — q) (question [2)) et Yo < B(R,1 — ¢?) (question [4d)) donc Iinitialisation est réalisée.
Soit n € N*| supposons que Y,, < #(R,1 — ¢"); la formule (*) donne :

Ve [0,R], P(Yoi1=1) = z[: <R - m> Nl (:;) (1—g")" (qn)Rfm

= {—m

14
_ R ¢ {—m _(n+1)R—nm—~¢ AL
2 () ()i

R £ Y4 "
n+1) (R—¢ § {—m  n(m—~ n\m

4
_ <§> g0 (gt 4 (1= ¢")) 5 or pa™ + (1 q") = 1 — ¢"* don

Y1 < B(R,1—q"1); la récurrence est établie.

R _
6. P(Yn:k):< )(1—q”)k (¢")" k;0<q<1doncnlim "=0et lim (1-¢")fF=1

k —+o0 n——+00
. n\R—k 0 : n\R—k
Si k = R, alors Vn € N, (¢") =¢q =1letsi0< k<R, alors (¢g") — 0
n——+00

0 si0<k<R-1

On en déduit que nll)rfoo P(Y,=k) = { 1 sik—R

‘ (Y;,) converge en loi vers une variable aléatoire constante égale & R




