Corrigé du devoir surveillé n°3

Exercice

1. Vn € N*, (I,,, I,,) forment un systéme complet d’événements donc, en appliquant la formule des probabilités
totales :

P(I1) = P(In) x Pr,(Ins1) + P(In) X P; (Iny1) donc ppy1 = pn X p+ gn X ¢, de méme

P(I,41) = P(I,) x Pr, (In41) + P(I,) % PTn(I"+1) donc gni1 =pn X ¢+ Gn X p

2. e D’aprés les relations précédentes, on a (p”H) = (p q> <p”> donc X, 11 = AX, avec A = (p q)
dn+1 q p an q p

1 . .
e X; = (O) car au départ on a l'information initiale.

On montre par récurrence sur n que Vn € N*, X,, = A»71X;
3. Les matrices A et A sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomorphisme f de R?
dans deux bases différentes, ou encore ’il existe une matrice P € .#5(R), inversible, telle que A = P A P71,
Si on raisonne en termes d’endomorphismes, on peut considérer que A est la matrice de f dans la base
canonique & = (7,7) de R?, donc puisque A x ((1)) =1x (é) et A x ((1)) =(2p—-1)x ((1)), il existe deux
vecteurs €] et €5 tels que f(e1) =1-€1 et f(éa) =(2p—1)-é

Si on raisonne avec les matrices, en posant (Z) =P 1x ((1)) et (Z:) =P lx ((1)), on obtient :

AQ =) = Pa@) =ar (1) = () =P = AL) = () de mome

(o)
A[)=0@p-1)() = PTAQG)=AP () =2r-1() = A()=2r-1)(})
On résout donc AX = AX avec A € {1,2p — 1} et on pose X = (z), on obtient :

{prrqy)\x — { p—Nz+qy=0
qr+py=2Ay qgr+(p—-ANy=0

P—ANz+qy=0 (p=Nz+qy =0

gz +(p-Ay=0 [(0—=A)?=¢?le=0 Ly (p—ANLi—qLe
(p—A)2—=¢>=2p(1-=AN)+X>—1=(1-X)(2p—1—X), on retrouve bien que A — X I n’est pas inversible
si et seulement siA=1ouA=2p—1

AX =X < z2=yet AX=02p-1)X < xydoncAPAPlavecP<} _11) par

exemple.

1/1 1 1 0 1 1
N-1 _ N-1p-1_ 1+
4. A =PA P = 3 <1 _1) (O (2p — 1)N_1> (1 _1) donc

1/1 1)/(1 0 1 1) /(1 1y @77t
XN = — N—1 — 2 2 No1
o\t -1 0 @-1 1 -1)\o 1 )

On obtient bien les résultats annoncés.

- 1
5. p€]0,1[donc 2p—1¢€]—1,1[et lim 2p— 1)Vt =0et lim P(Iy)= lim P(Iy)= =
n—oo n—oo

n—»00 2



Probléme I

P(AN(BNC))+P(A)  P(AnBNC)
P(ANB)=P(A) P(ANB)
[ Pa(C/B) = Panp(C) |

P((AnB)NC) P(ANC)
P(AnB) P(4)

Préliminaires
Py (BNCO)
PA(B)

1. Par deéfinition P4 (C/B) = donc P4 (C/B) =

2. Si AC B, alors AN B = A donc = Py(C).

Premiére partie
1. Lesévénements F,,, n € N* sont inclus les uns dans les autres (Vn € N*, F,,.1 C E,,) donc Ey N ExN...NE, = FE,.

2. E; est événement certain puisque la probabilité de franchir la hauteur 1 est égale a 1 : P(Ey) = ¢1 = 1.

1
E2 = E1 ﬂEQ donc P(EQ) = P(El) X PEl(E2) =q1492 = =3 de méme

2
1
Fs C Fy, C Fq donce P(Eg) = P(El) X PEl(EQ) X PElﬂEz(E,g) = P(E1> X PEl(E2) X PEQ(Eg) =q192q3 = 6
1
On montrerait de méme que Vn € N*, P(E,) = —.
n!

3. L’événement [X = n] peut s’écrire & partir des événements Ey, : [X =n| = E, N E,41 = E, \ E,41, donc

P(X_n)_P(En)xPEn(EnH)_;!x(l L >

n+1
n
VneN*, P(X =n)=
n ( n) 1)
1 1 . .
4. En remarquant que P(X =n) = — — ———— on obtient une somme télescopique et
n! (n +1)!
Z P(X =1- ', donc Z P(X = 1; la loi X a une probabilité nulle de ne pas étre finie.

(N

5. Sous réserve de convergence, l’espérance de la variable X est égale a : E(X) = ZnP(X

I
&
I

— (n+ Hr

Pour tout entier n > 1, on a n (n+1)

+1)‘ STl T

_11)! qui est le terme général d’une série convergente (série
exponentielle de parameétre 1).
D’aprés le théoréme de comparaison & termes positifs on déduit la convergence de la série de terme général
(7%21)! et lexistence de F(X).

On calcule plutét Pespérance de la variable X + 1 (dont 'existence équivaut a celle de X) et
+oo

E(X +1) P(X nntl) 2D . E(X)=e—1
+ Zn ;m—;m—@, par Conbequent ( )_e— .
400 n3
6. De méme, sous réserve de convergence, l’espérance de X2 vaut : E(X?) Z n* P(X Z m
n !

n3 n(n+1) (n+2) _
(n+1)! (n+1)! - (n— 2)'
I'existence du moment d’ordre deux.

Pour tout entier n > 2, on a donc on conclut comme précédemment &

+00 2 +00 2
: o : —1) n(n”—1)
i f | lculer E(X2 —1 E(X?-1)= n(ni: _
est toutefois plus judicieux de calculer E( ) qui vaut E( ) nEZI 1) E 1)
+oo
E(XQfl):E ( 12)':edoch(X):E(Xz—l)JrE(X)f(E(X))z:e+(e71)7(e71)2:3e7e2.
n—2)!



Seconde partie

1. (a) Notons T,, I’événement « Le n® tir est réussi ». Comme A,, ne tire que si les précédents ont échoué, on a
T, C (Tl n... an_l) et P(Gn) = P (T1) x P (Ta) x -+ x Pr__(Ty1) x Py (T0)

-2 n—1

=q1 X g2 X" XGpn-1XPn
Or, p(n—1) — qu qu qu ), donc P(G,) = ¢o(n—1) — p(n).

Tous les ¢;, i € N* sont des réels positifs inférieurs a 1 donc la suite (cp(n)) u est une suite décroissante
neN*

A termes positifs, donc minorée (par 0) et par conséquent convergente.

N N
(b) Soit N € N*, Z P(Gy) = Z pn—1) —p(n) = p(0) — p(N) (somme télescopique) =1 — p(N)

n=1 n=1
th ©(N) = a donc la série de terme général P(G,,) est convergente et sa somme est égale a 1 — a.
—+00

—+oo

> P(Gn)=1-a

n=1

oo
(¢) Le jeu dure indéfiniment si et seulement si personne ne réussit aucun tir, ¢’est 1’événement ﬂ G, dont
=1
+oo !
la probabilité vaut 1 — > P(G,) = a.
n=1
o0
=P (n Gn> =a
n=1
2.(a) Sia #0,alors p(n) ~ a (et bienstr p(n—1) ~ a aussi) et comme g,, = L@, on obtient ¢, ~ ¢ =1.
noo noo #(n—1) noo @
: n - )

La réciproque est fausse : avec ¢, = ——, on obtient ¢(n H ce qui donne

n—+1’ Py i+ 1
a= nglfoo ©(n) =0 et pourtant ngrfoo qn = 1.

(b) Ici g ne tend pas vers 1 (mais vers 0) donc par contraposée de la question précédente on peut affirmer
que a = 0. On peut aussi faire un calcul direct car ¢(n) = (1 — p)™ est le terme général d’une suite
géométrique de raison 1 — p €]0,1].

n

0 ) =3 (1- 1) = 3o () - (S
n -+ 2 n+2

In(¢(n)) =In(n+2)—mm2-In(n+1)+nl=In (2(71—&-1)) p(n) = 2t donc

Zln (i4+2)—In(i+1)

1
a=-

2

3.(a) 1. Si(pn)n ne tend pas vers 0, alors la série de terme général p,, diverge grossiérement (cours).
D’autre part p, - 0 < (1 —p,) - 1 <= In(l —p,) — 0, donc si p, ne tend pas vers 0,
noo noo noo

In(1 — p,,) non plus et la série correspondante est encore grossiérement divergente.

‘ pn 1e tend pas vers 0 = les séries de termes généraux p,, et In(1 — p,,) sont grossiérement divergentes ‘

In(1 —
ii. Sip, — 0, alors In(1 —p,) ~ —p, donc lim M
noo noo n—00 —Dn

1
= 1; prenons € = 3 ; d’aprés la définition

In(1 —py,)
—Dn

1
de la limite d’une suite, il existe ng € N* tel que Vn € N*, n > ng — — 1’ < =
P 3Pn

In(1 — 1
Ceci équivaut an > ng = —= < M —1< =~ ouencore — < —In(l —p,) < ==
2 —n 2 2 2



iii. Les séries de termes généraux p,, et —In(1 — p,) sont & termes positifs.
e Supposons que Y p, converge : par application du théoréme de comparaison des séries & termes

., e 3P
positifs, > —In(1 — p,) converge (on utilise 0 < —In(1 —p,) < =5=).

e Supposons a présent que ) p, diverge : on utilise 0 < &* < —In(1—p,) pour appliquer le théoréme
de comparaison des séries a termes positifs et en déduire que Y —In(1 — p,,) diverge.

e Par conséquent les séries > p,, et > In(1 — p,,) sont toujours de méme nature.

n

(b) Zln(l —pr) = In <H(1 —pk)> = In(¢(n)), donc la série de terme général In(1 — p,) et la suite
k=1 k=1

(ln (cp(n)))n sont de méme nature.

(¢) Laprobabilité que le jeu dure indéfiniment est nulle si et seulement si a = 0, ce qui équivaut & lim ¢(n) =0
n—oo

ou encore lim In (cp(n)) = —o0. D’aprés la question précédente, on peut donc conclure que :
n—oo

p(I) =0 < lim (p(n)) = —oc0 < Zln(l — pp) diverge < > p, diverge.

n—o0




