Corrigé du devoir n° 7

|Exercice 1 |

Premiére situation

Osiz<0Oety<O0
zysi(x,y) €10,1)?
1. F(z,y) =< xsize0,1]ety>1
ysiye[0,1] et x> 1
1si (a,9) €]1, +oof?
2. Une densité est f(z,y) = 1si (x,y) € [0,1]? et 0 sinon.
3. (a) X est a valeurs non nulles, donc la variable aléatoire % est bien définie; de plus X et Y sont & valeurs
positives, donc leur quotient également.

(b) Pour t < 1, P(Z < t) est l'aire du triangle OAM, donc P(Z <t) = -

(¢) Pour t > 1,1 — P(Z < t) est l'aire du triangle OBM, donc P(Z <t)=1— —.

(d) La fonction de répartition Fz de Z est définie par :
0sit<O
t .
VtER, Fy(t)=4 39 ’516 [0,1]
1-— E sit>1

Fyz est continue sur R, de classe ¢! sur R\ {0,1}, donc Z est une variable & densité, dont une densité
g est donnée par :

0sit<O0
1 .
VtER, g(t): 551t€[0,1]

Seconde situation

1. On détermine Fy, la fonction de répartition de Y : soit t € R
[Y <t] =[X>1—1t] = [X >1—t] car X est une variable a densit¢; donc Fy (t) =1 — Fx (1 —1t).
- Sit<0,alors 1 —¢t>1, Fx(1—t) =1 donc Fy(t) =0.
— Sit€]0,1],alors 1 — ¢ €]0,1], Fx(1—t)=1—1tdonc Fy(t)=1—-(1—1t) =t.
- Sit>1,alors 1 —¢t <0, Fx(1—1¢) =0 donc Fy(t) =1.
Fy et Fx sont égales, donc X et Y suivent la méme loi, Ujg 1)

2. Par définition, on a pour tout couple (z,y) € R, F(z,y) = P([X < ] N [Y < y])
X et Y sont a valeurs dans ]0, 1] donc si z < 0 ou y < 0, alors F(x,y) = 0.

2

Supposons & présent (x,y) € (]O,+oo[> D F(x,y) = P([X <z]N[1-X < y]) = P(l —y< X< 1:)

- Siz+y<l1,alors 1 —y >z, donc F(z,y) =0
- Siz+y>1,alors:

+ (=)
OSixZI,alors[l—nggx}:[1—y<X], N 1
donc F(z,y) =y siy <1 et 1 sinon. X 5
e Demémesiy > 1, alors 1 —y < 0, donc F(z,y) =z -1
siz <1 et 1 sinon.
o Si(x,y)€[0,1)? Flz,y)=2—(1—-y)=a+y—1 I
3. La région 1 correspond a F(z,y) = 0, la région 5 cor- s
respond & F(z,y) = 1. 0 y=0
Les lignes de niveau « se déplacent vers le haut et la
droite lorsque o augmente. 1 1




. 'Y est & valeurs srictement positives donc Z est bien définie, a valeurs dans R™. Soit t € R :

Sit <0 alors FZ( )=P(Z<t)=0

Sit>0, [Z<t]=[X<tY]=[X<t(1-X)]=[1+1) X <t] =[X < 5] car 1 +1>0.
—_———

car Y >0

t t
L t>0, €l0,1] d F —
orsque T3 €]0,1[ donc Fz(t) = T

t
Fz(t) = +tsit>O;FZ(t):05it<O

Fy est de classe €' sur R*; une densité de Z est donnée par : fz(t) = ﬁ sit > 0 et 0 sinon.

1 ) .
fz(t) = e sit>0; fz(t)=0sit<0

. Laloi de Y sachant [X = z] (pour x €]0, 1]) n’est pas une loi a densité, mais une loi certaine, égale a z. Donc
(X,Y) n’est pas un couple a densité.

On pouvait remarquer aussi que si Z = (X,Y) est un couple de variables aléatoires a densité, admet-
tant F' comme fonction de répartition et dont une densité est f; alors si F' est continue au voisinage de
0*F 0%F

(x,y), f(z,y) = W(ag y) = W(m, y). Or F admet des dérivées partielles d’ordre 2 en tout point de R?
x Oy y Ox

privé des droites d’équations z =0, x = 1,y = 0, y = 1 et du segment [A4, B] ou A(0,1) et B(1,0). En tout

P gy = 2 gy =0

dz dy W= Oy Ox =

point ou ses dérivées partielles existent, on a
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—+o0 x +oo +o0
. //fxy dxdy—/ / dedy—I—/ / dedy—i—/ / k:ey_“dxdy—i-/ / 0dxdy
=—00 —0o0 r= =0 Jy=0 =0 Jy=x
+oo

3z —2g7+o0 k

:/FO I _3I[ey] dm_k/:o (e_zw_e_gw)dx:k {6_3 _e2 L =

T

f est une densité de probabilité, donc

. Soit x € R; 51a:<0alorsVy€R f(z,y) =0donc fx(z)=0etsiz >0

+oo
fx(x /f ,y dy—/ 0dy+/66y 3“”dy+/ Ody:6(e*“—e*3x>

De méme soit y € R; siy < 0 alors Vz € R, f(z,y) =0 donc fy(y) =0etsiy>0
+o0 -3y
/f T,y dm—/ de+/ 6eY 3% dg = Ge¥ x ° 3 = 2¢ %Y. On remarque que Y — &(2).
- y

fx(z)=06(e2" - e*?’z) siz > 0 et 0 sinon

fy(y) =2e2Y siy = 0 et 0 sinon

3. Pour z et y positifs, on n’a pas fx(z) fy (y) = f(z,y) donc X et Y ne sont pas indépendantes.

4. X et Y sont a valeurs positives donc (X + Y) (Q) € RT donc pour t < 0, P(X +Y < t) =0.
4y—3t] 2

3 [ty 3
Soitt}O:P(X—i—Ygt) :/ 0/ 6ey_3xdxdy:/ (Qey (e_?’y—e3(y_t))) dy = [—e_Qy—e 5
y=0Wr=y y=0

1 3
P(X—|—Y<t):1+§e_3t—§e_t sit >0 et 0 sinon

. La fonction de répartition de X + Y est de classe €' sur R*, donc une densité f de X + Y s’obtient en

3
dérivant F : Vt e R, f(t) = 3 (e7* —e™®") pour t = 0 et 0 sinon




| Probléme |

Partie I
1
1. Par linéarité de Uespérance, E(T,) = E(A1 + -+ A,) = E(A) 4+ + E(A,) =n x —.
a
1
Les variables Ay, ..., A, sont indépendantes, donc V(T},) = V(Al—i—- . -+An) =V(A)+ - +V(A,) =nx —-
a
n
E(T,) = . V(Th) = —
“+o0
2. Aj et As sont indépendantes donc une densité de Ts est donnée par : Vo € R, fo(x) = f@) flx—t)dt
+o0 -
Pour t < 0, f(t) =0 donc fa(x) = / f@) f(z —t)dt; de méme pour x < ¢, f(z —t) =0 donc
x
Siz >0, fo(x /f flz—t)dt = /ae_‘”><ae_‘1(g”_t)dt:/aQe_‘””dt:ane_‘”J et
0 0
siz <0alorsVt >0onaxz—t<0donc fo(x) =0.
3. T, admet une densité pour n = 1 ou 2.
Soit n € N* : on suppose que T;, est une variable a densité, dont une densité f,, est donnée par :
n—1
Ve e R, fo(zx) =a" (TT_ i e T siz >0 et 0 sinon.
Les variables Ay, ..., A, sont indépendantes, donc A, 11 et T, sont indépendantes, par conséquent 71,41
admet une densité définie par : Vo € R, f,11(x) = fn(t) f(z —t)dt, et par le méme raisonnement qu’a
la question précédente, f,,+1(x / fu(t) x f(z —t)dt si z > 0 et 0 sinon.
Soit >0 : f 1( ) /zan Lefat X aefa(mft) dt = /zanJrl ! e T qt = an+1 e % ﬁ : =
nr o (n—=1) 0 (n—1)! n! |,
n
a"tle % x m—' On en déduit que pour tout n € N* :
n!
xn—l
fn(x)za”me siz>0et0siz<0
Partie II

1. (a) Siu <0, Fo(u) =0 (le temps d’attente est nécessairement positif).
(b) W1 et Ag sont indépendantes, donc une densité du couple est égale au produit des densités :
flw,t) =abe (0wt si (w,t) € (R+)2 et 0 sinon.

(c) Le temps d’attente est nul si le premier client par avant larrivée du deuxiéme, c’est a dire Ty + W7 < Th
ou encore Wy < Ty — T = As.

o0 400
(d) Wl AQ / / abe (aw+bt) dwdt = / befbt [ _ e w] dt = / b(efbt _ ef(CH*b) t) ds
t t= t

0 =0
+oo b a
| bt —(atb)t| _ 1 _ _
P(ngAZ)_{ ¢ + —I—bc L 1 a+b a+b
(e) [U2< } = [U2<O} [ngO] [0<Ug<u];or [U2<0] = (), donc [Uggu] :[U2:0]U[O<U2<u]
Si Uz(w) > 0 alors Us(w As(w), done P(O < Us; < u) = P(O < Wi — Ay < u)
t+u +o0
(O < Wi — / / abe (@WTb) gy dt = / ae ! [—e_b“’]?u dt
oo —(a+b)t —b: a —bu -
—/t:an (1—e )dt—&+b(1—e )



B b n a
T a+b a+bd

(liefbu) =1— a efbu

Finalement, P(Us < u) +b
a

b
(f) Uy n’est pas une variable a densité car P(UQ = O) = A #0.

2. (a) Le client numéro n—1 arrive a l'instant 7},_; et repart a T,,_1 +W,,_1 (car W,,_1 est la durée de présence

a la poste de ce client).

— Donc U, (w) = 0 si et seulement si T,, > Tp,—1 + W,,—1 ( le client numéro n arrive aprés le départ du
client numéro n — 1), c’est a dire si A, =T, — Tp,—1 > W,,_1.

— Par conséquent, si A,, < W,_1, alors U, > 0 et le temps d’attente du client numéro n est égal a
Tn—1 + W,_1 (départ du client numéro n — 1) moins linstant d’arrivée du client n, soit U, (w) =
Toho1(w) + Who1(w) = Th(w) = W1 (w) — Ap(w).

(b) On montre cette propriété d’indépendance par récurrence sur n :

e n=2:W; =5 est indépendante de Ay par hypothése (préliminaires).

e n=23:Wy =25+ max (W1 — Ao, 0), donc Wy dépend de S5, Wi et Ag donc ne dépend pas de As.

e on fait ’hypothése de récurrence suivante : pour tout n > 2, W,,_; dépend de Sy, ...,S,_1, Ao, ..., Ap_1
(donc par indépendance mutuelle des variables Sy et Ay, W,,_; est indépendante de A,,).

Cette propriété est vérifiée pour n = 2 et n = 3, supposons la vraie pour une certaine valeur de n > 2 :
W, = S, + max (Wn,l - An,O) dépend alors de Sy, ..., Sn—1, Sp et Ao, ..., A,, donc pas de A, 4.

(¢) Wy, = U, + S, est la somme de deux variables aléatoires & valeurs positives (lois exponentielles) donc
W, < S, ; par conséquent P(Wn < 0) < P(Sn = 0) =0.
D’aprés Ry, G, la fonction de répartition de W,, est continue sur [0, +oo[ (donc aussi en 0); d’autre
part G, est la fonction nulle sur | — oo, 0] (donc continue et de classe ¢! sur cet intervalle). Ainsi G, est
continue sur R, de classe ¢! sur | — 0o, 0], donc il faudrait supposer également que G, est de classe €'
sur |0, +o0o[. On a alors toutes les propriétés qui caractérisent la fonction de répartition d’une variable a

densité.
(d) W,_1 et A, sont indépendantes a valeurs dans R*, donc 1’événement [Wn_l - A, < 0] g’étudie de la
“+oo pt
méme fagon que [Wl — Ay < O] (question : P(Wn,l < An) = / / ae ", 1 (w)dwdt.
t=0 Jw=0

+oo ‘ +oo
() [Un=0] = [W1—A;<0] = /t:O ae_at[Gn_1(w)]6dt = /t:O ae **G,_1(t)dt (puisque G,,_1(0) = 0).

(f) De méme qu’a la question ona [U, <u] =[U,=0]U[0<[W,_1 —A, < u] (réunion disjointe),
donc : oo b oo .
P(0<Wn_lfAn§u) :/ / aef‘”gan_l(w)dwdt:/ aef‘”[Gn_l(w)]t dt

¢

t=0 Jw=t =0

+o00 +oo +oo
= / ae ! (Gn_l(t—i—u) —Gn_l(t))dtz / ae " G,_1(t+u) dt—/ ae ' G,_q(t)dt.
t t t

=0 =0 =0

P(U, =0)

+o00
Finalement, F,(u) = P(Un < u) = P(Un = 0) + P(O <W,_.1-A, < u) = / ae "G, (t+u)dt.
t=0
+oo +oo a
3. Pour u > 0, Fo(u) = / ae (1 — e (b7 (“H)) dt = / (a e 4t —qge bt e*(b*“)“) dt=1- 3 e~ (b-a)u
0 0

+o00 +oo
De méme, pour u > 0,Ga(u) = / be bt (1 — %e_(b_a) (“_t)) dt = / (be_bt — ae_(b_“)”e_‘”) dt =
0 0
1—e (0ma)u,

On remarque que Gy = (7. Par conséquent, F3 se calcule & partir de G comme F5 & partir de G1, donc
F3 = F>, et ainsi de suite. On montre alors que si (F,,Gy) = (Fn—1,Gnr—1) pour une certaine valeur de n,
alors (Fi41, Gnt1) = (Fn, Gp), d’ot le résultat par récurrence sur n.



