Corrigé du devoir surveillé n°3

Probléme 1 I

1. Exemple 1
1 Tkl 2 1
Un:n+ 7d0ncpn: + = ng X(n+ ):n+1d0nc
o k Ix2x---xn
‘le produit infini [] w,, diverge. ‘
2. Exemple 2

(a)

On prouve cette formule par récurrence sur n :
n=0:sina = 2sin(a)x1 (un produit portant sur un ensemble d’indices vide est égal a 1 par convention,).

Comme la suite (p,) n’est définie qu’a partir de n = 1, on peut se contenter d’une initialisation pour
a a o .
n=1:sina =2 sin (§> cos <§) (formule de duplication du sinus).

Soit n > 1, on suppose que sina = 2" sin (;in) H cos (%) ; or sin (;in) = 2 sin (Qnaﬂ) cos (%)7
k=1

n n+1
donc sina = 2" x 2 sin (%) cos (%) H cos (%) = 2" gin (2::1) H cos (%)
k= k=1

Comme a ¢ {km, k € Z}, sina # 0 et de méme, ¥n € N, sin (2%) # 0; ainsi p, = 2"5%(;1/2")
lim — =0 donc sin (i) ~ (i> et lim 2" sin (1> = a. La suite (p,,) converge vers sma’
n—+oo 27 2" ) n—+4oo \ 27 n— o0 AL a

sina

oo
donc le produit infini []w,, est convergent et H Uy =

n=1

3. Quelques résultats de convergence

(a)

La fonction f : z + In(1 + z) est concave sur RT (dérivée décroissante ou dérivée seconde négative sur
cet intervalle) donc la courbe représentative de f est au dessous de ses tangentes. y = x est ’équation
de la tangente au point d’abscisse 0, donc Vz > 0, In(1 + z) < z.
D’autre part, f est croissante et f(0) =0 donc Vz > 0, f(z) > 0.

In(1 In(1
In(1+x) o donc lim Il +2) =1, d’ott Ja > 0 tel que Vz € [—a, a] tel que x # 0, Il +2)

T—r x—0 X T

1

> ok
z
On peut se limiter & = €]0, o], dans ce cas x est positif et I'on a : In(1 + z) > 5

Supposons que la série > wy, converge ; d’aprés la question précédente, Vk € N*, 0 < In(1 4+ wy) < wy.
D’aprés le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Y In(1 + wy,) converge.

Supposons que la série Y In(1+wy,) converge vers L; Vn € N*, In <H uk> = Z In(ug) = Z In(1+wy).
k=1 k=1 k=1

n=1

Par passage a la limite lorsque n tend vers 400, Z In(1 + w,) = L donc lim In (H uk> = L, donc
n—oo
k=1
- L

par composition de limites, lim p, = e”; le produit infini [1wn converge et H U, = €.
n—oo nel
Supposons que le produit infini []u, converge vers L; les termes u, étant tous > 1, la limite L lest
aussi, en particulier L > 0. Donc In ([Tu,) = > Inu, — InL.
n——+o0o
w
Comme 0 < ?k < In(l 4+ wg) = Inwuy et que la série »  Inw, converge, la série > w, conerge par
compraison des séries a termes positifs.
D’aprés la question [3¢, []u, converge = Y w,, converge.

D’aprés les questions |3c| et > w,, converge = [] u,, converge.

‘ Conclusion : > w, converge <= []u, converge.




4.

(a)

Ink 1
La suite (5,,) diverge vers oo : en effet, Vk > 3, HT > Z > 0 et la série de terme général z diverge.

(Sy) est minorée par une suite qui diverge vers +o0, donc par théoréme de comparaison, diverge vers
+00.
Rappel : une méthode possible pour prouver la divergence de la série harmonique.

1 1
On a établi a la questlonun encadrement de In(1+x) pour > 0, donc Vk > 1, 0 < In (1 + k:> < z

Vn 10<zn:ln(k+1) i;,orgmczl) Zl(k+1 ln(k)>:1n(n+1).

La somme partielle de rang n de la série harmonique est minorée par In(n + 1) qui tend vers 400, d’ou
la divergence de cette série.

" Ink
Pour n > 1, In(p,) Zln Zk In k&, donc p,, = exp (Z r]1€> = ¢en.

k=1
(S,) diverge vers oo donc par Composmon de limites, p,, diverge vers +o0.

"Inx (lnx)2 ! "Inz (Inn)® — (In3)2
/ —dx=|~—| donc / —dr=—"—=

1
On étudie le sens de variation de la fonction g : = — e g est dérivable sur |0, +oo[ et ¢'(z) =
x

1—Inx
x2

g’ est négative pour x > e, donc également pour z > 3, ainsi g est décroissante sur [3, +o0].
In(k+1) < Inx . Ink

Soit ke N, k>23;Veelkk+1],g(k+1)<g(x) <g(k) cest & dire il S, S
x

k+1 1 kj 1 k+1 1 k+1 1 k;
Par intégration sur le segment [k, k + 1] / In(k+1) dz < / 2T e < / 28 4
k k -+ 1 k X k k
k+1
soit In(k + 1) g/ lnxd Ink

Par sommation pour k variant de 3 & n, il vient :

"~ In(k + 1 mH " Ink
Z LH < / e —dx Z n? et par changement d’indice dans la premiére somme (j = k+1)
3

i kL v k=3
nt1 n+1 n n+l
1 lna In k !
Z nj / na: v < Z nk soit Sni1— S5 < / mnr dz < S,, — S5 et finalement
k 3 T

k=3

T T

TL+11 1
52+/ 22 4z < 5n<53+/ 2T e
3 3

En utilisant le résultat de la question [4b] I'encadrement précédent peut s’écrire aussi

2 2 2
(In(n+1)) (In 3)2 (Inn) (In 3)2 . (lnn)
— < < — A —

Sy + 5 5 S S, < S3+ 5 5 nll}rfoo 5 400, donc

In3)? Inn)? In 3)2 In(n +1))*
g W32 ()Y e s, @37 (et D)7

2 n—00 2 2 n—00 2
D’autre part on montre que In(n +1) ~ lnn:
n—oo

1 1 1
1n(n+1):lnn(1+f) =lnn+In <1+> ~ Inn, carln (1—1—) — 0.
n n ) n—oo n n—o00

2 2
Finalement, In(n+1) ~ Inn donc (1n(n + 1)) ~ (ln n) et

n—oo n—oo
(In(n+1)*  (n3)? 5 (Inn)®  (In3)? (Inn)?
2 2 e P 2 2 nhoo 2

Avec les notatlons précédentes, wy, = a? " donc la convergence de (p,) équivaut a celle de Y w,. Or

So +

, d’ou1 la conclusion.

Vn > 1, a® > 1 donc le terme général de la série ne tend pas vers 0, la série est grossiérement divergente
(vers —|—oo), donc (pn) diverge également vers +oo.



(b) On montre l'inégalité par récurrence sur k :
Initialisation : 0 < 20 = 1 est vrai.
Soit k > 0, on suppose k < 2¥; alors k +1 < 2% +1 < 28 4 2% (car Vk > 0, 2F > 1).
Donc k + 1 < 2k+1,

(¢) 0 <a<1,donc (n < p) = (ap < a”) : et comme k < 2%, on obtient a2 < a.

n n
On en déduit p,, < H(l +a¥); or la série Z a® converge (série géométrique de raison a avec |a| < 1).
k=1 k=1
D’aprés la question [3] la suite (p,,) converge.
(d) On montre par récurrence sur n que (1 —a?)p, =1 — a?
Initialisation : (1 —a?)p; = (1 — a?) (1 +a®) = (1 — a*) donc la formule est vérifiée pour n = 1.
Soit n > 1, on suppose que (1 —a?®)p, =1 — a2n+1, alors

Q-a)ppri=1-a)p,(1+a" )=1-a®" )1 +a>)=1-a>")

lim 1 aQHJrl =1donc lim _ ! et +| OOI Uy = !
n——+4oo B n—>+oopn o 1 — (12 1 L 1 — CL2
n=




Probléme 2 I

Partie I : Algébre et probabilités

e Si U, est réalisé, le n® lancer donne II, donc si le n + 1° donne II, on a 2 II consécutifs et U,, ;1 n’est
pas réalisé, et si le n+ 1° lancer donne ®, le dernier lancer ne donne pas II donc U, 41 n’est pas réalisé

non plus; ainsi ‘ PU,4+1Un) =0 ‘

e SiV,, est réalisé, le n° lancer donne ®, donc si le n+1°¢ donne II, on n’a jamais deux II consécutifs et U,, 11

est réalisé, par contre si le n+1° lancer donne ®, U,, 1 n’est pas réalisé; ainsi’ P(Up1|Vy) = P(IT) =p ‘

e SiU, est réalisé, pour réaliser V,, 41 il faut et il suffit que le n+1¢ lancer donne &, donc‘ P(Voi1|Un) = P(®) =¢q ‘

e Enfin si V), est réalisé, l'obtention d’'un ® au n + 1° lancer permet de réaliser V,,41, pas celle d’un II
donc | P(Vy11|V,) = P(®) = g

e L’événement U, UV,, est « Les n premiers lancers ne donnent pas deux II consécutifs » donc

Unt1 C (U, UVL). Ainsi Upgy = Uit N(U, U VL) = (Upe1 NUR) U (Uper NV,,), done

Uunt1 = P(Upy1) = P(Un) P(Un41|Un) + P(V) P(Up41|Vi) =0+ p vy
e S, = U,N « Obtenir IT au n+1° lancer » et comme les lancers sont indépendants, P(S,,) = P(U,,) X p.
e Deméme que Uy, 11, Vyy1 C (U,UV,) 5 donc vy = P(Viy1) = P(Un) P(Viui1|Un)+P (Vi) P(Viui1 | Vi)

= U, X q+ v, Xq.
V1 est ’'événement « Obtenir ® au premier lancer. », U; 'événement « Obtenir IT au premier lancer. » et
S1 : « Obtenir IT aux deux premiers lancers. » ; donc P(V;) = q, P(U;) = p et P(S;) = p?.
On peut regrouper les résultats pour n < 3 dans un petit tableau :
n ||1] 2] 3

Un || P | PG pbq

v, [ ¢ [#Fp+1)

sn || P? | PPa | P’q

Soit n > 1; d’aprés la question |1} v, 12 = qupt1 + qUpt1 € Upr1 = P Vs, dONC Vyyro = PGUL + G URL1
En multipliant I’égalité précédente par p?, on obtient : p (pv,i2) =g (PVns1) +p? q (D)

qui peut aussi s’écrire : puy4+3 = PqUunio + p2 qUn+1, puis sous la forme s, 13 = ¢ Sp12 + PG Snt1
La formule demandée est donc valable pour n > 2, il suffit alors de la vérifier pour n = 1 : on a bien
83 =(82+Ppgsi.

2 1 1
Sip:?alorsvl:v2:§etVn€N, vn+2:§vn+1+§vn

2 1
L’équation caractéristique : 9 X2 —3X — 2 = 0 admet - et -3 comme racines, donc il existe deux

2\" 1\"
constantes a et 8 telles que Vn € N*, v, = « <3> +4 (—3>

_ 2 1 1
V] =« § + B _§ _§ 92 1 . 2 ntl —1 ntl
1 Vn e N* v, = —
3

9 2+ ; 14 2 donca:§,6:§ et
Vo = (X —_ _—— =
2 3 3

2 2 n+1 71 n+1
Ainsi,Vn 22 | up = = vp_1 = <) + 2 <> (cette formule est également valable pour n =1).

3

pemons e, s, = 2= (2 -4 () 4[2) - (3]

Dans le cas général, ’équation caractéristique est X2 — ¢ X —pgq = 0, son discriminant est A = ¢> +4pgq
(toujours strictement positif ) et les racines sont r1 et ro. Donc il existe deux constantes réelles (dépendant

uniquement des ceefficients p et g) telles que Vn € N*, s, = ar] + fr}
2 2

2
Or r —r9 = VA, donc % (ri—r2) =p®> =s1et % (r%—r%) = % (ri=r2) (ri+r2) =p>xq=s2




1.

(b)

2 " p2 p2 p2

ﬁrl fﬁrg, donca:ﬁ etﬁ:fﬁ

Soit P(X) = X? —qX —pq; P(A) =1-q—-pg=p—pqg=p°> >0, P(0) = —pg < 0et P(-1) =
1+q—pqg=1+¢q*> > 0. P est positif a I'extérieur de ses racines et négatif entre les racines, par
conséquent —1 < r; < 0 < ry < 1. On en déduit que les séries de terme général r{ et ry sont des

Pour n =1et n =2, on a bien s, =

p? too 2
p 1 72
séries géométriques absolument convergentes et Z Sp = —— Z rg) = — < — >
n=1 n=1 A 1- " 1- 2
p? TL— T2 _ p? VA

X - _v=
VA rirg—(ri+re)+1 VA —qp—q+1

—qp—q+1=—gp+p=p* donc D sa=1

— Les événements [X = i] et [X = j] pour i # j sont deux a deux incompatibles; de plus [X = n)]
+oo
est ’événement S, et Z P(X =n) =1 donc la famille ([X = n}) forme un systéme quasi complet

n=1
d evenements

B P2 =X PP r1 ro P2 (mA—re)? —ra(1—11)?)
Znsn— \/—Z n?’l TlTQ *ﬁ <(1—7"1)2 - (1_7a2)2> - j (_qp_q+1)2

n=1
:ﬁx(7"1—7“2)(41—7“17’2):1—7;1r2:1+pq Joit
VA p p
o ~— +pq)
0= S0 0= = St v =S ot Snon =14

n=1 n=1

1+p
E(X) = —

D

+oo 9 o0 2
1 1
. Zn%n:LZ (n?rp —n2rg) = L (ﬁ( ) el +r§))
n=1 \/7 n=1 \/E (1—7‘1) (1_T2)
ﬁ (T1(1+7’1) (177’2)377’2(14*7’2) (177’1)3)
VA (—gp—q+1)3
Onsimpliﬁe:(1+7’1)(17r2):17r17'2+r177’2:1+\/E+pqetr1(1fr2)2:r1r§+2pq+r1
deméme (1+7)(1—r)=1—riro+r—r1=1—VA+pgetra(1—7r)2=ror?+2pq+ry
ri(L47) (L =r2)® = ra(1+72) (1= 1)* = VA (1 +pq)® + VA (=pg® +4pg +q) donc
2 (1+pg)?+4pg+a—pd N 2 o ~ ~
Zn Sp = o etE(X):Z(n+1) S,L:Zn sn—|—22nsn—|—25n
n=1 n:l n=1 n=1
_ (+pg)?+4pat+a—pP+2p°A+pg)+p'  2+4p—p*—p’
p? pt

2+4p—p*—p?

B(X?% = i

2+4p-p*—p* (1+p)°

On peut alors calculer la variance : V(X) = E(X?) — E(X)? = I 1
p p

14+2p—2p°—p* q(@*+3p+1)
p B pt

V(X) =

Partie II : Combinatoire et probabilités

(a) Les lancers successifs sont mutuellement indépendants donc on a un schéma de Bernoulli et

Vi € [0,n] la probablhte d’avoir obtenu j fois IT (et donc n — j fois @), est

(66 - L 0-Q)




(b) Les résultats des lancers des deux piéces sont indépendants, et les événements

« La piéce 1 donne j fois IT »et « La piéce 2 donne j fois IT »sont équiprobables, donc p;(n)

Il
VR
—

(c) A, est la réunion disjointe des événements B;, « Les deux piéces ont donné j fois II », donc

. = (7)
= jgo P(B;.) ij on

=0

PlAg) = 1 62+ 62+62+ 62+ 62+ 62+ 6\°
677 912 |\ 1 2 3 4 5 6
2 2 2 2 2
= 5 (1462 +15% 4207 + 152+ 67 + 1) = 55 (1+36+225+400+225+36+1) =
231
P(Ag) = —— ~ 0,2

924

4 x1024

(a) Une partie & n éléments de E est une combinaison de n éléments de E, donc| Card(P) = (

2n
n

)

(b) Une partie a n éléments de E contenant j boules blanches correspond & une combinaison de j éléments
parmi n (pour les boules blanches) puis une combinaison de n — j éléments parmi n (pour les noires) ;

done | Card(P;) = (7;) (n " j)

(c) Les ensembles P;, j € [0,n] forment une partition de ’ensemble P, donc

cwatr) =y =3 (5)(, ) = (7)

De Vj € [0, 7], (;‘) _ (n " j), on déduit io (Z)Q _ (an>

J

Card(Ay)

(a) Toutes les séries de k lancers étant équiprobables, P(Ay) = Card(Q) ’

or Card(Ay) = Card(P) (avec n = k) et Card(2) = (2’“)2 =22k donc P(X; =1) =

@]

donc
22k ’

X} est une variable qui suit une loi de Bernoulli de paramétre

n n 2k
N):ZE(Xk ZP Xp=1)= Z <22k)
k=0

k=0

0 2
(b) Pour n =1, E(N) ZZE(X;g) = (2%))—1-@ - § 2x1+1 <i)
k=0

22 2 22
2 1/2
Soit n > 1, on suppose que E(N) = 721; < n> au rang n + 1 on obtient :
n n
n+1 n+1 (2 k) (2n+2) n (2 k) (2n+2) 9
— _ 1) — k) _ \n+tl ) Unt1 n+1/2n
E(N)_ZP(Xk_l)_Z 92k~ 92n+42 +Z 92k 92n+42 + 922n (n
k=0 k=0 k=0
2 1 2
2n\ _ (n+1) " 2n+2 “done B(N) = 2n+2\ [2n+ " (n+1) 1
n 2n+2)(2n+1) n+1 n+1 22n 2n+2)(2n+1) 22n+2

B 2n+ 2 n—+1 n 1
T \n+1 2 x 220 92n+2

_2n+3 (2n+2
S22 \ 4]

)



