Corrigé du devoir surveillé

Exercice I

1. Soit € Im(u?® +id) ; il existe y € R? tel que = u*(y) + y. Donc u(z) = u(v?(y) + y) = uv3(y) +y = Ops.
Ainsi z € Ker(u)

2. o Soit 2 € R3, supposons qu’il existe z; € Ker(u) et 2o € Ker(u? +id) tels que & = x1 + x5, alors :
u(x) = u(@1) + u(zz2) = u(z) puis
u?(x) = u?(x9) = —x2 puisque z3 € Ker(u? + id) par hypothése.
Donc si la décomposition existe, on a 1o = —u?(z) et 11 = 7 — 23 = o + u?(x).
Remarque : la décomposition, sous réserve d’existence, est unique, donc Ker(u) et Ker(u? + id) sont en
somme directe.
o On vérifie que les vecteurs trouvés appartiennent bien & Ker(u) et Ker(u? + id) respectivement :
u(zy) = u(z + u?(z)) = u(z) + v®(z) =0, dou 21 € Ker(u).
(u? +id)(z2) = (u® +id)( — v*(z)) = —u'(z) — u?(2); or u*(z) = v (u(z)) = —u(u(z)), donc
(u? +id)(z2) = u?(z) — u?(x) = 0, donc zo € Ker(u? + id).
3. Ker(u?+id) = {0} entraine Ker(u) = R?, or u n’est pas 'endomorphisme nul donc son noyau n’est pas égal a R3.
4. Soit x € Ker(u? + id) non nul, alors z ¢ Ker(u) (puisque les 2 sous-espaces sont en somme directe) donc
u(x) # 0. Vérifions tout d’abord que u(x) € Ker(u? +id) :
(u? +id) (u(z)) = v?(u(z)) + u(z) = v*(z) + u(z) = —u(z) + u(z) = 0.
Montrons ensuite que la famille (z,u(x)) est libre :
On résout az + fu(z) =0 ot « et B sont deux réels quelconques ; en composant par «, on obtient :
au(z) + Bu?(z) =0, c’est a dire : cu(xr) — Bz = 0. On résout alors le systéme :
ax + ﬁ u(x) - O . 2 2 _ v~ _ _
{ Bz +aux) =0 qui donne (a? 4+ %)z =0 dot a =5 =0.
(z,u(z)) est une famille libre de Ker(u? + id); or Ker(u? 4 id) est de dimension au plus 2 (puisqu’inclus
strictement dans R?), donc Ker(u? + id) est de dimension 2 et (z,u(z)) en est une base.
5. Soit y € Ker(u) non nul (y existe puisqu’on admet que u n’est pas injectif), c’est une base de Ker(u) (en effet
dim (Ker(u2 + zd)) = 2 donc dim (Ker(u)) =1).
La famille (y,z,u(z)) est une base de R? (théoréme de cours).
u(y) = 0 car y € Ker(u), u(z) est le deuxiéme vecteur de la base, et u(u(x)) = —x puisque = € Ker(u? +id).
La matrice de v dans la base (y, x, u(x)) est donc la matrice donnée dans 1’énoncé.

6. Si A3 + A =0, alors soit 4 un endomorphisme associé & A : A est la matrice de u dans une certaine base de
R3. D’aprés ce qui précéde, on peut trouver une base de R? (composée d’un vecteur du noyau et de 2 vecteurs

de Ker(u® + id)) dans laquelle la matrice de u soit B = (§ § —(0)1 )

Réciproquement, soit A une matrice semblable & B, il existe alors une matrice inversible P € .Z5(R) telle que
A=PBPt;donc A3=PB3P let A3+ A=P(B>+B)P ' =P0P~! =0 (matrice nulle de .#3(R))

Probléme 1 I

Partie I : Etude de I’application D

1. (a) La dérivée d’une fonction de classe €°° sur R existe et est de classe €°° sur R, donc Vf € E, D(f) € E.
Soient (a, ) € R? et soient f et g deux fonctions de E, alors :
D(af+Bg)=(af+Bg9) =af'+Bg =aD(f)+8D(g);donc D est linéaire, de E vers E. D € Z(E).
(b) Soit f € Ker D, Vt € R, f'(t) = 0 donc f est constante sur R.
Réciproquement, toute fonction constante appartient & Ker D. Donc Ker D = Vect (1).

Montrons a présent que D est surjective : en effet, toute fonction f de E est continue (puisque de classe
¢ ) donc admet des primitives sur R. Soit F' 'une d’entre elles; on a bien D(F') = f, donc f € Im (D).



2. (a) YVt e R, afi(t) + bfg(t) + Cfg(t) =
En particulier pour t =0:a+c¢=0

2T 2= _ .
pourt = — :ev3a+e v3c=0, en résolvant ce sytéme, on obtient a = ¢ = 0.

V3
Reste a prendre une valeur de t telle que sin
(VtER, a f1(t)+b fa(t)+c f3(t) :O) = (a:bzc:O)donc <af1+bf2—|—cf3:O) = (a=b=c=0)
la famille (f1, f2, f3) est libre.

(b) A T'ordre 2 au voisinage de 0, on peut écrire
t_ 2 2\ - 2 tV3 31 2 tv/3 tv/3 2
et =1+t+ 8 +o(t2), et =1-L+ L 40(t2), ¢ (7)_1— +0(t)et51n(—) B8 4 o(12)

Donc a fi(t) + b fo(t) + e fs(t) =a+c+ (a+ B8 — &)t 4 (& — BB — )2 4 o(12).
Par unicité du développement limité au Voismage d’un point, on obtlent le systéme :

= 0, par exemple t = 1, pour en déduire b = 0.

/—\
v

a+ c=0
attyl - 50
% — 174—‘/5 — % =0 La résolution donne encore a—b—c—0.

(¢) Lorsque t — +o00, f1 tend vers +oo, fa et f3 sont bornées, en effet :
vt € RT, ‘e 251n<t‘[)‘ e 3 let’e 2cos<f>‘<e_%<l.
Sia # O,tlgzlooaﬁ( )+ b fat) + ¢ f3(t) = too selon le signe de a; donc a = 0. On résout ensuite
vVt € R, bfa(t) + ¢ f3(t) = 0, puis en prenant des valeurs particuliéres de ¢ (0 et f par exemple) on
retrouve b = ¢ = 0.

3. G = Vect (f1, f2, f3) donc dim (G) < 3. On a montré précédemment (question [2) que la famille (f1, fo, f3)
est libre ; par construction elle engendre G, c’est donc une base de G et dim (G) = 3.

4.Vt € R, fi(t) = €', fi(t) = e’%( - % Sln(t\[) + \/gcos (t‘/g)) et fi(t) = —e*%(1 cos (%) +

2
Y2 sin (52) ). Done D7) = fi, D(fa) = — o + ﬁfg et D(fs) = 3 fs - ?fg

A1n51 D(f1) € G, D(f2) € Get D(f3) € G; par hnearlte de D, Vf € G, D(f) e qG.

1 0 0
5. D’aprés les calculs de la question précédente, M = | 0 %1 ,T\/g
0 V3 =1

2 2

M3 = 1Is.

M x M? = M? x M =I5 donc M est inversible d’inverse M?2.

M est une matrice associée a ﬁ, M est inversible, donc D est bijectif, c’est un automorphisme de G.
M~ est associée & (D)™, or M~' = M2 donc (D)~* = Do D.

© *® N>

Partie II : Résolution d’une équation différentielle d’ordre 3

1. Soit f une solution de (£), on démontre ¥n € N, f est de classe 2™ par récurrence sur n.
Initialisation : par hypothése, f est de classe 23, donc la propriété est vérifiée pour n < 3.
Soit n > 3, on suppose que f est de classe 2™ ; comme f = f, on en déduit que fm est de classe 2", donc
f(+3) existe f est donc de classe 213 donc a fortiori de classe @"'H

2. Soit f une solution polyndmiale, supposons f non nulle; le degré de f est alors strictement inférieur a celui
de f donc on ne peut pas avoir f = f. Par consequent la seule solution polynomiale est la fonction nulle.

3. On a prouvé & la partie précédente que D3 = idg, donc Vf € G, D3(f) = D3(f) = f. Ainsi f € Ker (T)
donc G C Ker (7).

(a) D’apres la question |1} g est dérivable. ¢’ = f + f" + f' = f+ f + f/ puisque f = f; donc ¢’ = g.
(b) (&) est une équation différentielle d’ordre 1 & ceefficients constants, les solutions sont les fonctions de la
forme : x — Ae® ou A est une constante réelle quelconque.

>



(c)

(b)

y// +1’+y = 0 est une équation différentielle d’ordre 2 & coefﬁcients constants, I’équation caractéristique
associée est : X2+ X + 1 = 0 dont les solutions sont eF = —5 +1 f et (3_’2T7r = —% —1 ?
Les solutions sont donc les fonctions de la forme ¢ — A e~ 3 cos (t ‘[) +Be 3 sin (t ‘2[) ol A et B sont

des constantes réelles quelconques.
L’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2, dont une base est la famille (f1, f2), f1
et fo étant les fonctions définies en préambule du probléme.

Une solution particulicre de y + 3 +y = Ael est ¢ — 2 e'. L’ensemble des solutions de cette équation
différentielle est donc ’ensemble des fonctions de la forme ¢t — A e~ 2 cos (t ‘f) +Be % sin (t ‘f) +2 3 et
avec (A, B) € R2.

Soit donc f € Ker (T, "4 f' + f est solution de (&), donc de la forme t — et ; ainsi

feKer (T)=3eR/f +f +f=xe; donc H(A,B) € R? tels que :

fit— Ae” 2cos( f)JrBe zsm(t‘[>
Finalement, f € Ker (T') = f € G, et par suite Ker (T) =G.

Probléme 2'

L’image par 7 d’une suite réelle est bien une suite réelle, donc 7 est bien a valeurs dans E.
Soient (u) et (v) € E, Aet p € R; Vn € N, 7(Au+ pv)p = Ant1 + [ Vnt1
donc T(Au+ pv) = A7(u) + p7(v); 7 est bien un endomorphisme de E.

(u) € Ker (142id) <= Vn € N, u,y1+2u, = 0, c’est a dire (u) est une suite géométrique de raison —2.

Soit (x) la suite de terme général z,, = (—2)", Ker (7 + 2id) = Vect (z).

i. (u) € Ker (1—3id)? < (v) = (7 —3id)(u) € Ker (1 —3id), c’est a dire Vn € N, v,,41 — 3 v, = 0.
Or, (v) est définie par : Vn € N, v, = tp41 — 3y, donc
(u) € Ker (1 —3id)? <= Vn € N, (unt2 —3Unt1) — 3 (Uns1 — 3uy) = 0.

ii. L’équation caractéristique associée est X2 —6X + 9 = 0 qui admet 3 comme racine double. Les
suites solutions sont donc les suites (u) pour lesquelles qu’il existe deux constantes réelles o et
(donc indépendantes de n) telles que l'on ait : Vn € N, u, = (o +n3)3".

iii. Toute suite solution s’exprime donc comme combinaison linéaire des deux suites (a) et (b) définies
respectivement par Vn € N, a,, = 3" et b, = n3". On vérifie que (a) et (b) forment une famille
libre : On résout « (a) + B (b) =0 c’est & dire Vn € N, aa,, + b, = 0.

En particulier pour n = 0 on obtient &« = 0, puis pour n =1, 3a+35 =0.
Finalement, la famille ((a), (b)) est une base de I'ensemble des solutions, qui est donc un espace
vectoriel de dimension 2.

F C E et F # () car la suite nulle appartient a F.
Soient (u) et (v) € F, Net u € R, on a :(u) € F donc Vn € N, tp13 —4tpio —3tupt1 + 18u, =0
(v) € FdoncVn €N, v,43 —4v,40 — 3v,41 + 180, =0
Donc Vn € N, (Aupq3 + pvpe3) —4 (A upso + popre) — 3 (Aupg1 + poner) + 18 (A uy + pvy,) = 0.
F est non vide et stable par combinaison linéaire, c’est un sous-espace vectoriel de E.
i. Soient (u) et (v) € F, Aet p € R; o(Au+ pv) = (Aug + oo, Aug + pv1, Aug + pvs)
=\ (’ILQ, Uy, Ug) + i (’U()7 V1, ’Ug)
=Ap(u) + pe(v).
V(u,v) € F2, V(A 1) € R2, p(Au+ pv) = Ap(u) + pe(v) done ¢ est un endomorphisme de F.
o Calcul de Ker (¢) : Soit (u) € F. (u) € Ker (¢) <= wug = u3 = uz = 0. On montre par
récurrence forte (& 3 termes) que Vn € N u,, = 0. Soit n € N et soit &, : up = Upt1 = Upto = 0.
P est vraie par hypothése puisque (u) € Ker ().
Soit n € N, on suppose que &2, est vraie.
(u) € F donc up43 = 4tupta + 3upt1 — 18w, = 0, donc upt1 = Upyo = Ung3z = 0 et Ppyq est
vraie. Donc Ker (¢) = {0}.
o Calcul de Im (¢) : soit (a, b, ¢) € R3. On définit la suite (u) par : ug = a, u3 = b,us = c et
Yn € N, tpys = 4tpnio + 3upy1 — 18uy. (u) € F (par construction) et ¢(u) = (a, b, ¢) donc ¢
est surjective.
¢ est donc bijective, c’est un isomorphisme de F' vers R3.



3.

ii.

¢ est un isomorphisme, donc dim (F) = dim (R?) = 3.

(a) Soit (u) € E et v =7(u), on a établi a la question[Id que Vn € N, v;, = (un42 —3un41) — 3 (unt1 —3up)
= Upt2 — 6Unt1 + 9uy. Posons (w) = (7 + 2id)(v) = (7 + 2id) o (7 — 3id)2(u). (w) est définie par
Vn €N, wy, = Vpg1 + 20, = (Ung3 — 6Upyo + 9Unt1) + 2 (Ung2 — 6Uppr +9up)

= Up4+3 — 4un+2 + 3un+1 + 18 uy,.

Ceci est vrai quelle que soit la suite (u) € E, donc (74 2id) o (7 — 3id)2 =73 472 - 37+ 18id.

Remarque : évidemment, on a aussi (T — ?;id)2 o (7' + Qid) =73 —47% - 37+ 18id.
(b) Soit (u) € E, (u) € Ker ((T+2id)O(T—3id)2) < (u) € Ker (7'3—47'2—3T+18id) < (u) e F.

i.

ii. K

iii.

Soit (u) € Ker f, on a f(u) = 0 (suite nulle); g est un endomorphisme de E donc g(0) = 0, d’ou
)=¢(0) =0, (u) € Ker (go f). Ainsi Ker f C Ker (go f).

o flu
er (T+2id) C Ker ((T+21d) (7 — 3id) ):F, de méme
Ker (T—31d)2CKer(T—3ld T—|—21d))

Ker (T — 31d)2 et Ker (T + 21d) sont en somme directe : soit u € Ker (T — 3id)2 N Ker (7' + Qid).
u € Ker (7 +2id) donc 7(u) = —2u, u € Ker (7 — Bid)2 donc 7(u) — 3u € Ker (7 — 3id).
Finalement 7(u) — 3u = —2u — 3u = —5u € Ker (7 — 3id), d'ott 10u — 3u = 0, donc u = 0.
Ker (1 -3 id)2 NKer (74 2id) = {0} donc les deux sous-espaces sont en somme directe.

On a montré que Ker (T - 3id)2 est de dimension 2, Ker (7’ + 2id) est de dimension 1, donc

Ker (T — 3id)2 @ Ker (T + 2id) est un sous-espace de F' de dimension 3, il est donc égal a F'.

4. {u} est une base de Ker (7' + 2id), (question , {v, w} est une base de Ker (T — 3id)2, (question ,

ces deux sous-espaces sont supplémentaires dans F' donc la famille formée de la réunion d’une base de chacun
est une base de F.

5. L’ensemble des solutions de (x) est égal & F' = Vect (u, v, w), c’est donc I'ensemble des suites réelles (z) telles

qu’il existe 3 constantes réelles A\, v et S telles que Vn € N, x,, = A (=2)" + a3" + Sn 3".



